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 R?V?LATION DES PR?F?RENCES
 POUR LES BIENS PUBLICS :

 CARACT?RISATION
 DES M?CANISMES SATISFAISANTS

 par Jerry GREEN
 Harvard University

 et Jean-Jacques LAFFONT*
 Laboratoire d'Econom?trie de l'Ecole Polytechnique

 Cet article propose une approche d'?quilibre partiel rigoureuse du pro
 bl?me du ?free rider?, appel? ici probl?me du passager clandestin. La lere sec
 tion fournit une caract?risation compl?te des m?canismes pour lesquels la
 r?v?lation des vraies pr?f?rences est une strat?gie dominante lorsque les fonc
 tions d'utilit? sont additivement separables. La 2e section montre que le pro
 bl?me du d?s?quilibre du budget de l'Etat pos? par ces m?canismes devient
 n?gligeable dans une ?conomie ? grand nombre de participants.

 Si l'agent ?conomique doit r?partir ses ressources
 entre usages priv? et public de fa?on ? maximer sa
 satisfaction, il ne va ?videmment en rien contri
 buer aux projets publics.

 Wicksell(10l

 Dans un syst?me ?conomique d?centralis?, la souscription est certaine
 ment le moyen le plus naturel pour d?terminer la production des biens pu
 blics et leur financement. Connaissant les contributions des autres agents,
 chaque individu d?termine la sienne par la consid?ration de l'accroissement
 de bien public qu'elle permet d'entreprendre et il ne prend pas en compte les
 gains d'utilit? qui en r?sultent pour les autres agents. Il est intuitivement clair
 que cette solution ne correspond pas ? une allocation efficace des ressources

 (*) Nous remercions pour leurs commentaires et suggestions K. Arrow, G. Fuchs.
 R. Guesnerie, Cl. Henry, E. Kohlberg et E. Malinvaud.
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 (voir Malinvaud [7]). Dans la plupart des cas, en particulier lorsqu'il existe un
 grand nombre d'agents, le r?sultat est m?me d?sastreux car l'impact de sa
 propre contribution sur la production de bien public est pour chaque agent
 n?gligeable. Il va d?s lors compter sur les autres pour financer le bien public
 en pr?tendant que ce service ne l'int?resse pas. Cette inaptitude des m?ca
 nismes d?centralis?s ? conduire ? une allocation efficace a ?t? appel?e dans la
 litt?rature anglo-saxonne, the free rider problem, que nous traduirons pour
 les besoins de cette note par le probl?me du passager clandestin.

 Puisque les m?canismes d?centralis?s ?chouent, il faut trouver des m?ca
 nismes de d?cision qui permettent de r?soudre le probl?me du passager clan
 destin et aboutissent ? une allocation efficace des ressources. L'objectif de
 cette note est d'?tudier une solution possible.

 Nous nous restreignons ici au cas d'un projet unique de taille fixe. Dans
 la lere section, nous donnons une caract?risation compl?te des m?canismes
 qui apportent une solution au probl?me du passager clandestin dans une ?co
 nomie o? les agents ont des fonctions d'utilit? separables. La section 2 traite
 du probl?me de l'?quilibre du budget de l'Etat et fournit une solution appro
 ch?e dans une ?conomie ? un grand nombre de participants.

 1. CARACTERISATION DES MECANISMES SATISFAISANTS

 Nous consid?rons une ?conomie form?e de N agents et un projet public
 potentiel dont l'exclusion n'est pas possible. Soit v? la disponibilit? ? payer
 pour le bien public de l'agent / (exprim?e en un bien priv? appel? monnaie)
 qui est suppos?e ?tre ind?pendante de ses ressources. Par simplicit? de nota
 tion nous supposons que le co?t du projet est nul. La m?me analyse peut
 ?tre conduite avec un projet co?teux en soustrayant des ?valuations person
 nelles des imputations appropri?es (et d?finies ex ante) du co?t du projet.

 Les agents sont confront?s ? des m?canismes d?finis ci-apr?s :

 D?finition 1 : Un ?m?canisme?, M = {S ,/}, est un ensemble d'espaces de
 strat?gies Sf, i - 1 ,. . . , N, et une fonction / = {d, tx, . . . , iN } de

 N

 S = Il S, dans {0,1} x RN telle que pour s = (slr.,,sN)eS:
 i = i

 1 ) le projet est accept? si et seulement si d (s) = 1 ;

 2) le transfert en monnaie ? l'agent i est tt(s), pour i = 1 , . . . , N.
 Un m?canisme est donc un processus de d?cision et une r?gle de trans

 fert. Si l'on suppose que chaque agent a une fonction d'utilit? separable, le
 gain de l'agent i peut s'?crire :
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 u?(s ; M) = vi + tt(s) si d(s) = 1
 = tfis) si d(s) = 0

 D?finition 2 : Un ?m?canisme de r?v?lation?, MR = {RN ,/}, est un m?
 canisme pour lequel l'espace des strat?gies de l'agent z est S,- = R,
 / = 1 , . . . , N, et une strat?gie est une ?valuation mon?taire du bien pu
 blic.

 Dans un m?canisme de r?v?lation nous notons w? la strat?gie de l'agent
 i, i = 1 , . . . , N, et w = (w1, . . . , wN ).

 D?finition 3 : Un ?m?canisme de r?v?lation direct?, MRD = {RN,/},
 est un m?canisme de r?v?lation pour lequel :

 d (w) =1 si 2w,. > 0
 d(w) = 0 si ?wf<0

 D?finition 4 : Un ?m?canisme de Groves?, MG = {RN,/}, est un m?ca
 nisme de r?v?lation direct pour lequel (*)

 t?(w) - Ew_? 4- hi(w_i) si d(w) - 1
 = Mw-?) si d(w) = 0

 o? /Zj(-) est une fonction arbitraire, / = 1 , . . . , N.

 Etant donn? un m?canisme, soit T^) C S,-, l'ensemble des strat?gies
 dominantes de l'agent / lorsque sa vraie disponibilit? ? payer est vr

 D?finition 5 : Un m?canisme est dit d?cisif, si Vz, Vu,. E R, Tffy.) =? 0.

 Soit S/ = U T-(t;.) l'ensemble des strat?gies observables de l'agent
 N

 / et soit S' - n S/.
 i = i

 Dans cette note, nous nous int?ressons seulement aux m?canismes d?
 cisifs.

 D?finition 6 : Un m?canisme de r?v?lation est motivant, si la r?v?lation de
 la v?rit? est une strat?gie dominante pour chaque agent, c'est-?-dire si :

 ui(w_i,vi ;MR) > ui(w_i,wi ;MR) Vw ., Vw,. pour i = 1 , . . . ,N .

 N

 (*) Par d?finition : 2w_.= ]? w;. et /2I(w_.) = hi(wl, . . . , w._j, w-+1, . . . , wN). /=i
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 D?finition 7 : Un m?canisme est satisfaisant, s'il conduit ? une bonne d?ci
 sion, c'est-?-dire si :

 V/, Vs, G T, (vf), d(s) - 1 <* 2 t;,- > 0

 Th?or?me 1 : (Groves [4]). Un m?canisme de Groves est motivant.

 D?monstration : Pour tout m?canisme de Groves :

 ui(w-i > *>/ i G) - ui(w-i > w/ i G) =

 0 si v,- + 2 w_f. > 0 et Sw;. > 0
 > 0 et 2 wy. < 0
 < 0 et S wy > 0
 < 0 et 2 Wj < 0

 i;/ + Z w_/ > 0 si Vj + 2 w_

 - (v,. + 2w_,) > 0 si vi + 2 u>_
 0 si fj + 2 w_

 wz- = i;,. est donc l'unique strat?gie dominante.

 Q.E.D.
 Nous disons qu'un m?canisme de r?v?lation direct satisfait la pro

 pri?t? A si :

 a) tf(w) est ind?pendant de wt pour 2 wt > 0 , / = 1 , . . . , N .

 b) tj(w) est ind?pendant de w,- pour 2 w? < 0 , i - 1 ,.. . , N .

 c) ti(w_i, w?) - ti(w_i, w/) = Sw^ pour 2 w_/ + w,> 0

 et 2w_,. + w/< 0 / = 1 , . . . ,N.

 Lemme : Un m?canisme de r?v?lation direct est un m?canisme de Groves
 si et seulement si il satisfait la propri?t? A.

 D?monstration : ?vidente.

 Th?or?me 2 : Un m?canisme de r?v?lation direct motivant est un m?canisme
 de Groves.

 D?monstration : Nous montrons que si un M R D ne satisfait pas la pro
 pri?t? A, il n'est pas motivant.

 Supposons tout d'abord que a) ne soit pas satisfait. Non a) implique :

 3/ , w_? , w? , w? : ti(w_i , w,-) > ti(w_i , w/)
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 avec : 2 w_? + w? > O et 2 w_i + w? > O
 soit : w? + ti(w_i , w,) > w? + ti(w_i, w[)

 Choisissons alors v? = w?. Pour w.,-, l'agent / ne dit pas la v?rit? qui
 n'est donc pas une strat?gie dominante. Le m?me argument montre que
 b) est aussi satisfait.

 Supposons que c) en soit pas vrai. Non c) implique :

 Cas I :

 3 i, w_?, w,., w/ : t? (w_/, wt) - ti(w_i, w[) = 2 w_? 4- e , e > 0

 avec : 2w_l- 4- wz > 0 et 2w_/ + w/ < 0
 D'apr?s b) nous savons que t? (w_i, w/) est invariant si on modifie

 w/ de sorte que 2 w,,. + w/ reste n?gatif,

 ~ e
 soit donc, u>- = ? 2 w , -i 2

 et : t( (w_(, w,.) + w,. = f, (w-f, w() + - > t{ (w_?, w?) .

 Supposons alors que wt = vi ; alors :

 v? + U O-,-, w,.) > t? (w_g, v?)

 une contradiction puisque, pour w_?, l'agent / ne dit pas la v?rit?.

 Cas // :

 3 /, w_t, w? , w/ : ti(w_i , w,) ? ti(w_i, w[) = 2 w_,- ~- e e > 0

 avec 2 w_f- + w, > 0 et 2 w_. 4- w/ < 0 .
 De la m?me fa?on que ci-dessus, en choisissant cette fois

 ~ e
 w,- - ? 2 w . 4- ?

 2

 et en utilisant a) on obtient une contradiction.

 Q.E.D.

 Th?or?me 3 : Un m?canisme de r?v?lation satisfaisant et motivant est un
 m?canisme de Groves.
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 D?monstration : ?vidente.

 Th?or?me 4 : Un m?canisme satisfaisant (S , /) qui remplit la condition
 d'unicit? des strat?gies dominantes(*) est tel que :

 3 *f , i = 1 , . . . , N *, : S/ -* R

 3 m?canisme de Groves, G = {RN , g} tel que

 fis) = ^1*!^ ),..., *N(5N)]

 D?monstration : Soit T^u,-) la strat?gie dominante unique de l'agent i
 quand la v?rit? est v?;, i = 1 ,. . . , N. A partir de (S , f) nous construisons
 un m?canisme de r?v?lation (RN, F) comme suit :

 F(w) = f(T(w)), wGRN

 (RN, /) est bien d?fini car Ti (vf) est un singleton, / = 1 , . . . , N. Sup
 posons que (RN , F) n'est pas motivant. Pour un couple (v? , w_/), il
 existe Wj ?= vt avec F(vv., w_(.) pr?f?r? par l'agent / ? ?(vt, w_z), alors
 (avec des notations ?videntes) /(Tf. (w,), T_i(w_i)) est pr?f?r? ? /(T,. (t;,.),
 T_, (w_f)), ce qui contredit le fait que T^i;,) est une strat?gie dominante.
 (RN, /) est satisfaisant puisqu'il a les m?mes r?sultats que (S , /) ; c'est
 donc un m?canisme de r?v?lation satisfaisant et motivant, donc, par le
 th?or?me 3, un m?canisme de Groves.

 Notons maintenant que si vt =? v[, alors Tf. (i;,.) ^ T, (v\). Si ce n'?tait
 pas vrai, on aurait, sans perte de g?n?ralit?, T,. (vt) = T, (f/) pour v? > v[.
 On pourrait alors choisir v_? tel que vt -f 2u_. > 0 > v/ 4- 2t>_.. Puis
 que Tf-(u,-) = Tt(v?), (vif v__t) et (v[, v_t) conduisent ? la m?me d?cision,
 alors qu'ils ne devraient pas, contredisant le fait que (RN, F) est satisfaisant.

 Nous pouvons alors d?finir s\fi = Tt~l de S/ dans R et nous avons :

 F[^1(51),...,^N(5N)] =/[T1 o T71(51) , ...,TN o T"1(5N)] = /(5)
 Q.E.D.

 2. EQUILIBRE DU BUDGET DE L'ETAT

 Une difficult? importante associ?e aux m?canismes ?tudi?s dans la
 section pr?c?dente est qu'ils n'?quilibrent pas de fa?on automatique le

 (*) Voir Green et Laffont [3], pour la suppression de cette hypoth?se d'unicit?.
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 budget de l'institution qui organise la consultation des agents ?cono
 miques. En effet, la somme des transferts n?cessaires pour amener les
 agents ? r?v?ler la v?rit?, 2 tt (w) n'est nulle qu'en des circonstances for
 tuites. Ces d?ficits ou surplus peuvent ?tre absorb?s par imposition ou
 subvention en dehors du m?canisme, mais il est n?cessaire, pour conser
 ver la propri?t? de motivation, de supposer que les agents ne r?alisent pas
 l'existence de ces imp?ts ou subventions lorsqu'ils formulent leurs r?ponses
 aux questions du m?canisme.

 En vue de cette faiblesse, Groves et Ledyard [5] ont construit une
 famille de m?canismes qui, en pr?sence de biens publics, permettent d'at
 teindre des optima de Pareto dans un cadre d'?quilibre g?n?ral. Pour ob
 tenir ces r?sultats, ils doivent en raison des th?or?mes de caract?risation des
 sections pr?c?dentes, affaiblir le r?sultat de Groves [4] en ce qui concerne
 les propri?t?s de non manipulation. La r?v?lation des vraies disponibilit?s

 marginales ? payer pour les biens publics a lieu ? l'?quilibre ; en d'autres
 mots, Groves et Ledyard doivent abandonner le r?sultat, selon lequel la
 v?rit? est une strat?gie dominante, qui ?limine tous les probl?mes de th?
 orie des jeux de nature non coop?rative. De plus, la n?cessit? d'une pro
 c?dure de t?tonnement pour atteindre l'?quilibre sugg?re que la question
 de manipulation la plus pertinente concerne la manipulation le long du
 processus dynamique qui conduit ? l'?quilibre.

 Les m?canismes ?tudi?s dans la section I ont, par la propri?t? de
 strat?gie dominante, des possibilit?s d'applications importantes (voir Green
 de Laffont [2]). C'est pourquoi il est crucial de montrer que le probl?me
 soulev? ci-dessus peut ?tre r?solu de fa?on satisfaisante pour ne pas remettre
 en cause l'int?r?t des m?canismes de Groves. Notre objectif dans cette sec
 tion est de montrer d'une part que la somme des transferts peut ?tre rendue
 n?gligeable, et d'autre part, que si on redistribue cette somme de trans
 ferts la strat?gie optimale des agents est tr?s proche de la v?rit? lorsque le
 nombre d'agents est grand. De plus, on d?montre que la probabilit? de
 prendre une bonne d?cision tend vers 1 quand N tend vers l'infini.

 1. Impossibilit? d'?quilibrer le budget

 Nous montrons dans cette sous-section qu'il est impossible de trouver
 un m?canisme de Groves particulier, c'est-?-dire, une fonction

 *( ) = (hx ( ),... ,AN(.))

 particuli?re, telle que la somme des transferts n?cessaires soit nulle quelles
 que soient les vraies disponibilit?s ? payer. Ce th?or?me d'impossibilit?
 montre que l'on doit s'orienter vers des solutions approch?es si on veut
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 conserver la propri?t? de strat?gie dominante. Diverses notions de solution
 approch?e sont explor?es par la suite.

 Th?or?me 5 : Il n'existe pas de m?canisme de Groves tel que :

 2 tt (w) = 0 V w e RN

 D?monstration : Nous allons raisonner par l'absurde et supposer qu'il existe
 une fonction vectorielle h ( ) telle que :

 2 tf (w) = 0 V w e RN .

 Consid?rons tout d'abord le cas N = 2. Soit Wj+, vv~ , w2 tel que

 wj" 4- vv2 > 0 et w~ 4- w2 < 0 .
 Par d?finition, nous avons alors :

 w?" + w2 + hx (w2) + ft2(w+) = 0 (1.1)
 hx(w2) + M"T) = 0 (1.2)

 Soustrayons (1.2) de (1.1) ; nous obtenons :

 w~t 4 h2(w+x) - h2(w~) = - w2 (1.3)
 Si nous varions w2 de sorte que wj" 4- vv2 reste positif, nous avons par
 (1.3) une contradiction puisque le membre de gauche ne d?pend pas de
 w2.

 Cette d?monstration peut facilement ?tre g?n?ralis?e ? N > 3. Consi
 d?rons w j , . . . , w ??j et A tels que :

 - (N - 1)A < 2w,?< - (N - 2) A, A > 0 (1.4)
 Nous utilisons la notation suivante :

 hk(0? p) est la fonction hk avec pour argument w,? 4- A au lieu
 de w? sauf pour / = ? , . . . , p .

 Puisque 2w? 4- (N - 1) A > 0, on a :

 S A,(0N) 4- AN(w?) = -(N - l)[2w,? + (N - 1)A] (1.5)

 L'id?e de la d?monstration est de soustraire successivement de (1.5), les
 termes qui comportent un z?ro, puis 2 z?ros, etc. Dans (1.5), il y a ClN_l
 termes ? ?liminer.

 On utilise alors le fait que :

 2 w? H- (N ? 2) A < 0 pour ?crire (N - 1) ?quations.
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 ? A/(0>,N) + ?N(0/.) = 0 (1.6)
 que l'on peut r?crire :

 I Ai(0/fN) + A/-(0N) + ?N(0/) = 0 (1.7)
 i* i

 Chaque A/(0N) dans (1.5) peut ?tre supprim? en soustrayant l'?quation i
 de (1.7) d'o? :

 "Y I A?(0/,N) + AN(Wo)-N?1AN(0/) = / " 1 i * N / = 1

 = -(N- l)[2w,? 4- (N- 1)A]
 Ce faisant, on a donc introduit dans l'?quation C\?_x (N ? 2) termes avec
 deux z?ros. On ignore toujours les termes correspondant ? AN(?) car ils ne
 contiennent pas vv?,.

 Si maintenant on utilise le fait que :

 2 \v? + (N - 3) A < 0

 on peut ?crire C^_i ?quations qui contiennent C^_l x 2 termes avec deux
 z?ros. Mais :

 C2^ x 2 = C1N_l x (N-2)

 c'est-?-dire qu'avec ces ?quations on peut exactement (par sym?trie) suppri
 mer les termes avec deux z?ros ; on a toutefois introduit ainsi des termes
 avec trois z?ros.

 A l'?tape k, on a C^_l (N ? 1 ? k) termes ? ?liminer, mais on peut
 ?crire :

 Cn+_\ ?quations qui contiennent

 *+i ., , (N- 1).. .(N-fc 4- 1)
 k\ Cn*j (k 4- 1) termes appropri?s c'est-?-dire

 soit exactement C^_1 (N ? 1 ? k).
 Lorsque ? l'?tape (N ? 2) on introduit les termes avec N z?ros, on en

 introduit :

 C*I2 x(N-2) = (N- l)(N-2).
 Par sym?trie il ne reste plus qu'? pr?multiplier l'?quation (obtenue car
 2 w? < 0)
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 I A,(w?) + h?(w?i) = 0,

 par (N ? 2) pour obtenir une ?quation dans laquelle dans le membre de
 gauche on n'a que des fonctions du type hN ( ) et ? droite

 -(N-l)[2w?) + (N-l)A].
 Le membre de droite contient w^ alors que le membre de gauche ne le
 contient pas, d'o? une contradiction en modifiant w^ dans un voisinage
 qui conserve les in?galit?s ( 1.4). O F D

 2. Le m?canisme.? pivot, (voir Clarke [ 1 ]).

 Nous consid?rons le m?canisme ? pivot qui correspond au choix par
 ticulier suivant des fonctions ht(-) dans la famille des m?canismes de
 Groves :

 A/(w_/) - ? 2 w_;. si 2w_I>0
 = 0 si Sw_,.<0. / = 1 , . . . ,N

 La r?gle de transferts est alors, pour tout / = 1 ,. . . , N :

 i,.(w) = 0 si 2w/ >0 et
 = 2 w_i si Zw^O et
 = -2w_/Si 2wz. <0 et
 = 0 si 2 w/ < 0 et

 Notons que le m?canisme conduit ? des transferts qui sont toujours
 n?gatifs, de sorte qu'on fait toujours face ? un exc?dent ? redistribuer. Les
 agents qui payent la taxe sont ceux dont la r?ponse change le signe de l'agr?
 gat -ces agents sont des pivots. Ils paient le montant du dommage qu'ils
 imposent aux autres participants par leur r?ponse. Ce m?canisme est l'ana
 logue, dans le cas des biens publics, du m?canisme d'ench?res propos? par
 Vickrey [9], dans lequel l'objet de l'ench?re revient ? l'agent qui a propos?
 le montant le plus ?lev? ? un prix ?gal ? la deuxi?me ench?re.

 3. Approche statistique

 Nous consid?rons les disponibilit?s ? payer des agents comme les r?
 sultats de tirages successifs ind?pendants dans une population donn?e,
 repr?sent?e par une distribution de probabilit? absolument continue F ( ).
 Nous pouvons calculer ainsi la somme esp?r?e des imp?ts n?cessaires au

 2 w
 2 w
 2 w
 2 w

 >0
 <0
 >0
 <0
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 m?canisme ? pivot pour un projet quelconque. Si le m?canisme est utilis?
 pour ?valuer de nombreux projets publics potentiels, nous serons satisfaits
 si la somme esp?r?e est n?gligeable.

 Soit F(0 la distribution de la disponibilit? ? payer d'un agent et
 FN_!(.) la distribution de la somme x des N ? 1 autres agents. D'apr?s
 la d?finition du m?canisme ? pivot, l'agent est un pivot si

 \x\<\v\

 et v < 0 < x

 ou x < 0 < v

 L'agent qui est un pivot doit payer \x |.

 La somme esp?r?e des paiements est donc :

 EN = nf^JdFiv) f |x|dFN-1(x) ' ' {jc| |jc|< \v\ et xv < 0}

 Tout d'abord, nous d?montrons de fa?on g?n?rale que la somme es
 p?r?e des imp?ts cro?t seulement comme la racine carr?e de la taille de
 la population quand la moyenne de la distribution est nulle et converge
 vers z?ro lorsque le nombre d'agents cro?t quand la moyenne de la distri
 bution est non nulle.

 Th?or?me 6 : Si la fonction de r?partition F(.) est absolument continue,
 si la variance de F ( ) est born?e et normalis?e ? un :

 - et si, de plus, la densit?/( ) est ? mode unique ?gal ? z?ro :

 EN 1 lim -== ?? quand p. = 0
 n-+~ vN 2\J2t?

 - et si, de plus, Na /N (x) converge uniform?ment vers z?ro quand N
 tend vers l'infini pour des valeurs a

 lim N01 EN =0 quand ? =? 0 N-+00

 D?monstration : Consid?rons tout d'abord le cas p = 0.

 Nous voulons ?valuer la limite quand N tend vers l'infini de :

 En =y/?f+~d?(v) f MdF^M y/W  {x/\x\< \v\ et xv <0}

 Soit y = et GN_! ( ) la fonction de r?partition de y. v N ? 1
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 D'apr?s le th?or?me de Lindeberg-Levy, GN-1(.) converge en tout
 point vers la fonction de r?partition normale qui est absolument continue.
 Par cons?quent, la densit? gN_t (y) converge presque partout vers la densit?
 de la loi normale. Remarquons que le maximum degN-l (y) est toujours 0.

 1
 Puisqu'au point 0, gN_x (y) tend vers?? > la suite des fonctions gN_x ( )

 \J2it
 est uniform?ment born?e par une constante A.

 V = VN ./ f(v) dv f

 f(v)dv f? o

 J2L = VT^jT f(v) dvfn ' x /?_, (x) dx

 -V^f + ??f(v)dvf_" xfv-iMdx

 /n r+?? r? / x \ dx

 Puisque :

 et
 mxg?-'('j??h)

 <A\f{v)x\

 / /(w)di> / xdx + f(v)dv / (-x)rfx= / ?f(v)dv = -

 d'apr?s le th?or?me de Lebesgue :

 ?. v?p 1m * /,""x hNm '?-(^r)dx +

 Consid?rons maintenant le cas m ^ 0 :

 N?EN = N" /? /(tOdt; /"" x /N-1(x , /i)dx ~ Na /"/GO
 di;

 J xfN_l(x,n) dx
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 D'apr?s l'hypoth?se une application du th?or?me de Lebesgue nous donne
 le r?sultat.

 Q.E.D.
 Note : Les hypoth?ses du th?or?me sont satisfaites par la loi normale, pour

 1
 0 < a < ? . Toutefois, le r?sultat est alors vrai pour tout a.

 4. M?canisme presque satisfaisant avec un budget de l'Etat ?quilibr?

 Le r?sultat pr?c?dent est int?ressant et peut justifier l'approche d'?qui
 libre partiel utilis?e si l'on est pr?t ? consid?rer que la taxe par t?te est si

 petite en g?n?ral que les agents n'en tiennent pas compte. On peut ne pas
 ?tre compl?tement satisfait par un tel r?sultat dans la mesure notamment
 o? la force de l'incitation d?cro?t avec la taille de l'?conomie.

 Aussi, la question suivante surgit-elle : supposons que l'on redistribue
 les taxes per?ues par le m?canisme et que les agents aient conscience de
 cette redistribution. Est-ce que les agents ont encore int?r?t ? dire la v?rit? ?

 Pour r?pondre ? cette question, il faut pr?ciser la redistribution envi
 sag?e, ici une redistribution ?gale, ainsi que les anticipations des agents
 concernant les disponibilit?s ? payer des autres agents. Ici nous supposons
 que chaque agent cro?t que les ?valuations des autres sont issues ind?pen
 damment d'une population dont la fonction de r?partition est F ( ) Le
 r?sultat de cette section est que, dans ce cadre, la r?ponse optimale de
 l'agent approche la v?rit? lorsque l'?conomie cro?t. De plus, la probabilit?

 qu'une bonne d?cision soit prise tend vers 1 quand le nombre d'agents
 tend vers l'infini.

 Th?or?me 7 : Si la fonction de r?partition F() est absolument continue
 ? variance born?e et si la densit? / ( ) est ? mode unique (z?ro) et sym?
 trique autour de z?ro, et si lim >/?/N(x) est uniform?ment born? et

 N-+00

 converge uniform?ment vers une constante sur tout compact, la r?ponse
 de l'agent converge vers la v?rit? lorsque le nombre d'agents tend vers l'infini.

 D?monstration : Exprimons tout d'abord l'esp?rance math?matique de
 l'utilit? d'un agent qui donne une r?ponse w (> 0 sans perte de g?n?ra
 ralit?). Il y a N agents et x d?note la somme des N ? 1 autres.

 L'utilit? esp?r?e du projet lui-m?me est :

 f" vdFN_i(x) (4.1)
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 La taxe qui lui est impos?e est :

 J_w x ^n-i (x) car pour w > 0 l'agent est un pivot ^ 2) si et seulement si - w < x < 0

 Cependant, d'apr?s le processus de redistribution des taxes choisi ? i?me N
 de sa propre taxe lui est r?vers? de sorte que sa taxe nette est :

 n - 1 r?
 N  ??wxdFN_l(x) (4.3)

 1
 Enfin, il lui est r?vers? ? i?me des taxes de tous les autres agents. N

 Consid?rons un agent pivot typique diff?rent que l'agent ?tudi? ;
 x d?signe maintenant la somme des r?ponses des N ? 2 autres agents.
 La taxe esp?r?e pour cet agent est alors :

 ?SjdFN_2(x) f_~w_x (w + x)dF(Z) -

 .w dFN_2(x) J_ (w+*)</F(Z) (4.4)
 le premier terme correspondant au cas o? l'agent pivot fait r?aliser le pro
 jet et le deuxi?me terme au cas o? l'agent fait ?chouer le projet.

 L'esp?rance de gain de l'agent ?tudi? est alors :

 (N - 1) I" /? ~ ?*-w-x
 N~ U- dF?-*M J- (w +x)dF(Z) -

 ~ f-jdF?-l M S-1-x (W + X) dF (Z)] (4'5)
 L'esp?rance de gain total est, pour une r?ponse w > 0 :

 /?- (N - 1) r? (N- 1)
 f_w B</FN_, (x) + ?^- fw xdFN_, (x) + ?r). (4.6)

 r /?oo /? ? w - x

 [j.w d?N_2(x) j_ (w+x)dF(Z)
 / ? W r* oo 1

 _- dFN_2(x) J_w_x (w + x)dF{Z)\
 Nous savons que la fonction (4.1) + (4.2), qui correspond au m?canisme
 originel, est maxim?e pour w = v par la propri?t? de strat?gie dominante
 unique.
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 i r?
 Le terme suppl?mentaire ? ? J_w x dFN_x(x), qui correspond ?

 la diminution de sa propre taxe, est sym?trique autour de z?ro o? il r?alise
 son minimum et est monotone de part et d'autre de z?ro. Par cons?quent,
 le maximum de (1) 4- (3) est atteint en un point v* qui a le m?me signe
 que v et est plus grand en valeur absolue. De fait :

 N
 v c'est-?-dire v* est born? VN .

 N

 Consid?rons maintenant (4.5). Posons les changements de variables sui
 vants :

 u = x 4- w dans la premi?re int?grale et

 v = ? x ? w dans la deuxi?me int?grale.

 Nous obtenons :

 (N - i) r~ -71? / /n-2 (u '" w) "F(- m) du 4 N 'o

 + X??/n-2(- v - w)v(\ - F(t;))di;

 Puisque /( ) et /N _2 ( ) sont sym?triques autour de z?ro :

 F(- u) = 1 - F(u)

 /n-2 (- i> - w) = /N_2 (?; 4- w)
 D'o? :

 n - i r / -
 ?^~ \jo /N_2 (u - w) u(\ - F(u)) du +

 + f0 /n_2^ + w) v(\ - F(v))dv\
 Il est clair d?s lors que cette fonction de w est sym?trique autour de z?ro.

 Si le mode est unique et en z?ro, cette fonction est d?croissante sur
 sa branche positive et croissante sur sa branche n?gative ; elle prend son

 maximum en z?ro, de sorte que le maximum de (4.1) -t- (4.3) 4- (4.4)
 appartient ? l'int?rieur de l'intervalle [0 ,v*] et est donc caract?ris? par
 un z?ro de la d?riv?e de (4.1) + (4.3) + (4.4).

 Consid?rons maintenant cette d?riv?e ?gale, apr?s quelques mani
 pulations, ? :
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 N - 1
 vfN_l (- w)-~ w /N_! (~ w) 4

 N - i r?? p-*-x N - ! ..w
 - ^Fn-2 M J_ dF(Z) - ?^- j_ dFN_2 (x)

 ? f +~ (w 4- x) /(- w - x) dFN_2 (x) = 0 (4.7) N J-??

 Consid?rons tout d'abord le dernier terme de (4.7) :

 (n - i) r+ (N - n r+o?
 - K XT / (w + x) /(- w -x) dFN_2 (x) =

 N ? 1 /? +??
 = ?rr? / oo (w + *) /N_2 (x) dF (- w - x) N */

 Nous voulons calculer :

 Um v^ -~? /l" (w + x) /N_2 (x) dF (- w - x) =

 lim >/%n (w) = N

 lim N - 1 / +
 N /T (w +x)v^"/N_2(x)dF(- w -x) (4.8)

 J-J (w + x) >/W/n-2 (*) ?F (- w - x) = /?_ + / ~
 Consid?rons tout d'abord J et effectuons le changement de variable
 w + x ~ u ; on obtient (par sym?trie de /( )) :

 ? oo

 / M\/N/N_2 (u - w) f(u) du

 Or \Uy/KfN_2(u - w) f(?)\ < 2Kuf(u) puisque y/NfN_2(u - w)
 est uniform?ment born? par K ; u f(u) est integrable sur [0,??[ car/(-)
 a une variance finie. Par le th?or?me de Lebesgue :

 fQ u V?/n-2 (" - ?O /(") du = K /o?? u/(m) da
 En traitant de fa?on analogue le cas u < 0, on obtient finalement :

 lim \/N~?n(w) = 0
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 Par cons?quent x/T^n?w) converge uniform?ment vers z?ro dans l'inter
 valle [u , v*] quand N tend vers l'infini.

 Consid?rons les termes 3 et 4 de [4.7] que l'on r?crit :

 n - i r r+o? /.-W-* /? -w i

 *n?w> = ^r1 [/--" /(~w "x) /n-2 w Jx ~ /n-2 (~ w)J

 - ^-?p /-T I/n-2 ? - /n-2 (- w)] dF(- W - X)
 Puisque >/?T[/N_2 (*) ~ /n-2 (~ w)l est uniform?ment born?, on peut
 de nouveau appliquer le th?or?me de Lebesgue :

 lim v/?A'N (w) = /_! lim v^T[/N_2 (x) -
 " /n-2(- w)]dF(- w - x) = 0

 Puisque >/NA'N(w) converge uniform?ment vers 0 sur [0,?*], et
 que >/TTAN(0) = 0, \/N"AN(w) converge uniform?ment vers z?ro sur
 [O,**].

 (4.7) peut ?tre r?crit comme :

 r n -1 i
 I v-? w J /N-1 (- w) 4- hN(w) + gN(w) = 0 (4.9)

 Multipliant par >/N~ :

 v-^ w\ v^?/n-i?- w> +Vr?AN(w) + v/?gN(w) - 0
 Nous obtenons d'apr?s les r?sultats ci-dessus que w tend vers la v?rit? v.

 Q-E-D
 Notons que les hypoth?ses du th?or?me sont en particulier v?rifi?es

 par la loi normale de moyenne z?ro et de variance quelconque.

 D'apr?s la d?monstration du th?or?me pr?c?dent, nous savons que
 la r?ponse optimale wN(v{) de l'agent / lorsque l'?chantillon est de taille

 N est telle que :

 a) wN ( ) est une fonction integrable de v?.

 b) Wn^.) tend vers vt quand N tend vers l'infini, pour tout vr
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 c) |WN(i>f) - v? i < Wi i

 d) wN(^) = - wN(- i;,)

 Pour d?montrer que le m?canisme prend asymptotiquement une
 bonne d?cision il suffit de montrer que :

 Pr F f vt ^0 et J wN(v?) ^ ol (4.10)
 tend vers z?ro quand N -> ??. Ainsi la probabilit? de prendre une mau
 vaise d?cision tend vers z?ro quand N -* ??.

 Th?or?me 8 : Sous les hypoth?ses du th?or?me 7, la probabilit? que le
 m?canisme prenne une bonne d?cision tend vers 1 quand le nombre d'agents
 tend vers l'infini.

 D?monstration : Notons tout d'abord que (4.10) est ?quivalent ? :

 Pr  i=l? ^ o et ,=1 _ ? 0

 Notons

 0 quand N - <? (4.11)

 UiN V^
 N

 "N = S WiN i= 1

 _ WN0|)

 N

 Xn - [uN , eN]

 Soit X = [X1, X2] le vecteur al?atoire normal de moyenne 0 et de matrice

 des variances et covariances [::::]
 D'apr?s le th?or?me de Varadarajan (voir Rao [8]) nous aurons montr?

 que XN tend en loi vers X si nous montrons que pour tout (X1}X2)eRxR,
 \ un + ^2eN ten(* vers ^?^1 + ^2^2? c'est-?-dire vers la loi normale de
 moyenne 0 et de variance (Xt 4- X2 )2 a2.
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 Soit a/N = Xj uiN 4- X2 e/N et soit FlN la distribution de probabilit?
 de aiN . Soit enfin :

 aN = XxwN 4- X2eN

 Pour d?montrer ce point, nous utilisons le th?or?me de Lindeberg-Feller
 (voir Malinvaud [6]).

 Soit ai = lim Var % : le th?or?me sp?cifie que si ai > 0 et si N

 N

 \/u0>0 ? JVdF/N -0 i=l \u\>u, 0

 quand N -? ??, alors aN tend vers la loi normale de moyenne z?ro et de va
 riance ai .

 Il nous reste donc ? montrer que ai = (Xj 4- X2)2a2 et que la condi
 tion de Lindeberg-Feller est satisfaite.

 Soit : eN(vt) = wN(i;,) - vt .
 Notons d'abord que EeN(vf) = 0, puisque la distribution de vt est sy

 m?trique et que wN (v?) = ? vvN (? v?) :

 fl/N "77^t(Xi + X2K + MnM

 a2N =?[(\ +X2)2a2 + 2X2(Xt + X2) Et^ty) 4- X2 E^)2] .
 Soit :

 4=2 ??n = <Xi + X2)2^2 + 2M\ + X2> i ? Ei;,eN(t;,) +

 + xlh 2 Ee?(t;<)2 N,?,
 Mais :

 1 N A+OO +0O
 - 21 Et^ty) = Et^ty) = J v^n?V?)/(?,)*, = / ^(vi)dvi N _ j */? oo */? oo

 avec : | #N (u,) I < v) f(vt) integrable, par c)

 ^n^i) ~* 0 si N -^ <? yt,. parb)
 Donc, par le th?or?me de convergence domin?e de Lebesgue :

 EvteN (v?) -* 0 quand N -+ ??
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 De la m?me fa?on :

 1 N
 - 2 E^d;,)2 = E^)2 -+ 0 quand N iN f=i

 Par cons?quent : a^ -* (Xj 4- X2 )2 a2
 Consid?rons maintenant la condition de Lindeberg-Feller :

 l2

 J "2dFm = J LU-2 N^J dF(vt) \u\>uQ AN
 o? :

 AN= {^ /l(X1 +\2)vi + \2en(vi)\>y/Wu0}

 Cette int?grale est en fait ind?pendante de / :

 IV,. 4- X2wN(i;/)l2 ^ X2i;2 + X2wN(t;z.)2 + 2\x\2 |i;,wN(t;f)|

 S(\ + 2\2)2v2 par c)
 r 2 / (Xj + 2X2)2 r 2
 J "2dF/N gv M J v^W AN 1N AN

 Puisque / uJdFft;,) est fini, il suffit de montrer que R\AN -+ R, quand

 N - oo pour montrer que / v]dF(vi) est arbitrairement petit (de plus ce
 sera ind?pendamment de /) :

 R\AN = {v/\\v + X2wN(i;)|<woV/?}

 Mais: \\v + X2wN(u)|<(X1 + 2X2)|u|

 Vu, 3N0 , tel que pour N>N0, |i;|

 Donc R\ AN -* R et :

 Ve > 0, 3N* : N > N* implique J vtd?(vt)
 <

 Xx 4- 2X2

 (X1 +2X2)2

 D'o? Vw0, Ve > 0, 3N*, VN > N* implique

 ? /"2<*F,N  <e
 ?=1 |ul>M0

 Nous avons donc montr? que XN converge en loi vers X ; par cons?quent
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 Ve > 0 3N0 tel que N > N0 implique

 | Pr [uN ^ 0 et eN ^ 0] - Pr [X1 ^ 0 et X2 ? 0] |< e

 Puisque Pr [X1 ^ 0 et X2 ^ 0] = 0, nous avons le r?sultat.  Q.E.D.
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